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摘 � � � 要: 将通量加权的思想引入到紧致格式中, 构造了一个传统方法与紧致格式混合组成的加权型差分

格式.利用该格式与二阶 TVD格式分别计算了一维方波、组合波问题和一些黎曼问题, 如 Sod 问题和 Shu 问

题, 以及一维定常激波问题.计算结果的比较表明加权格式无论在捕捉各种间断, 还是在分辨各种复杂波系

上, 都具有较大的优势,并与精确解非常吻合.
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Abstract: With int roduction of f lux�weighted concept into the compact scheme, a new
f lux�weighted compact scheme w as presented by combining classical scheme and compact

scheme. T his scheme and a 2nd�o rder total variat ion diminishing ( T VD) scheme w er e used
to calculate one�dimensional square w aves, combine w aves and some Riemann pr oblems,

such as Sod pr oblem and Shu problem, as w ell as one�dimensional steady shock. The results
show that the new scheme has advantag e over the 2nd�or der TVD scheme in captur ing vari�
ous discont inuit ies or reso lving various complex w aves. The r esults solved by the new

scheme are also highly consistent w ith exact solut ions.
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� � 以往用于流场计算的格式精度和分辨率不够 高,因而,对拓扑结构的描述存在着不同程度的失
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真,对有些情况,失真程度还相当严重 [ 1] .近年来,

一些高精度、高分辨度算法的出现,如谱方法等,

使准确刻画流场中的拓扑结构成为可能. 由于谱

方法只适用于周期边界条件和简单几何外形, 因

此,在实际应用上有很大限制. 1992年 Lele[ 2] 提

出了一类紧致差分格式的构造方法, 它不仅在较

小的模块上达到了比传统差分格式更高的精度,

并且分辨率接近谱方法. 但这种方法在计算超音

速流场的激波等间断时,将产生非物理振荡.传统

格式计算激波时, 通常是通过通量限制,抑制非物

理振荡.主要思想有: T VD[ 3]和 ENO[ 4]等.

近来,紧致格式计算间断的研究,已成为普遍

关注的焦点. 傅德薰和马延文[ 5]提出了群速度控

制以及耗散比拟技术; 袁湘江和周恒尝试了利用

激波装配与激波捕捉相结合的办法
[ 6]
等. Rav�

ichandran[ 7]等人构造了 TVD 型混合格式, 虽然

基本消除了激波附近振荡, 但计算稀疏波有过膨

胀现象.另外, T VD型格式还存在极值附近格式

降阶,并附带有削峰现象等固有缺陷. Harten [ 4]等

提出的 ENO 型格式, 在很大程度上改善了上述

问题.但目前比较成熟的 ENO型算法,还局限在

传统的二阶精度格式.

受 Harten和 Liu
[ 8]
的启发,本文提出了一个

传统格式与紧致格式混合的通量加权型差分格式

(简称 CWENO格式) . 它只须一阶迎风格式的模

板,在光滑处具有三阶精度.通过一维定常激波和

一维非定常激波管等典型问题的数值试验表明:

该格式不仅能够消除激波附近的非物理振荡, 而

且能准确的计算膨胀波. 与二阶 T VD格式相比

对各种间断都具有更高的分辨度.

1 � 数值方法

考虑一维守恒型 Euler 方程的形式为

 U
 t

+
 F
 x

= 0 ( 1)

其中 F= { �u, �u2+ p , ( e+ p ) u} , U= { �, �u, e} , �,

u, p 分别表示气体的密度、速度和压力, e = p /

[�( �+ 1) ] + u
2
/ 2表示总能量.本文构造 CWNO

格式所涉及的两个三点三阶弱迎风紧致格式
[ 8]
具

有如下形式
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式中 F
�
j 表示F j 的导数的差分近似式, h 为网格

间距, j = 1, 2, 3 N . 由( 2)可见方程左端主对角

占优已自动满足, 格式分辨率的 Fourier 分析见

文献[ 1] .采用 Stage�Warming 分裂, F 可分解为
F

+ 与 F
- 之和.方程( 1)的半离散形式为
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易知方程( 3)的离散形式确保了格式的守恒性[ 9] .

若定义
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( 4)

式中具有下标 1, 2的两个量( F�j ) 1 和( F
�
j ) 2 , 内点

分别对应下面两式
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� � 边界点
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1) k= 5( F1 + F2) / 2,
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jN ) k+ ( F
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式中 k= 1, 2.定义
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� � 加权系数
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� � #为一个小的正数, 可以避免分母为零. 数值
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i ( i= 1, 2, 3)为模板的光滑度量系数, 本文中

分别定义为
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则半离散的 CWENO格式形式可写为
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2 � 结果与讨论

运用上述方法, 对波动方程中各种复杂的波
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系运动以及流场中各种间断的捕捉进行了数值计

算.并与二阶 T VD格式的计算结果进行了比较,

大部分算例与精确解的结果进行了比较.

2. 1 � 求解单行波动方程的两个柯西( Cauchy)问题

各算例时间项的计算均采用具有 TV D性质

的三步 Runge�Kutta方法, 计算域均在区间 x ∃

[ - 1, 1]上,网格点总数是 301.

考虑如下单行波动方程的柯西问题

 u
 t

+
 u
 x

= 0

u( x , 0) = u0( x )

� � (- 1 % x % 1) (14)

� � 该方程的精确解为
u( x , t) = u0( x - t) .

算例 1 � 方 � 波

对方程( 14) , 若初始条件为

1 � � -
3
10

< x <
3
10

0 � � � � � 其 � 它
(15)

则柯西问题( 14)表示了一个以匀速 1向右传播的

方波.

� � 如图 1 所示, 二阶 TVD 格式对变量变化陡

峭问题计算有抹平的趋势, 而通量加权型格式对

这类问题的计算具有较大优势.

图 1� 方波计算结果( t= 0. 5)

F ig . 1 � Solutions o f square wave calculated ( t= 0. 5)

算例 2 � 组合波

对方程( 14) , 若初值条件为

u0 ( x ) =

1
6

[ G( x , ∃, z - %) + G ( x , ∃, z + %) + 4G( x , ∃, z ) ] - 0� 8 % x % - 0� 6

1 - 0� 4 % x % - 0� 2
1 - | 10( x - 0� 1) | 0 % x % 0� 2

1
6

[ F( x , ∀, a - %) + F( x , ∀, a + %) + 4G( x , ∀, a) ] 0� 4 % x % 0� 6

0 其 � 它

(16)

式中

G( x , ∃, z ) = e
- ∃( x- z )

2

, F ( x , ∀, a)= max [ 1- ∀2 ( x- ∀) 2
, 0] , a= 0� 5,

z= - 0� 7, %= 0� 005, ∀= 10, ∃= log2/ 36%
2

图 2� 组合波计算结果与精确解的比较 ( t= 0. 3)

Fig. 2� Comparison betw een solutions of combine waves calculated by the tw o schemes and

analysis solution at t= 0. 3
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� � 则柯西问题 ( 14) 描述的是一组包括高斯

( Gaussian)波、方波、尖三角波和半椭圆波在内的

复杂组合行进波问题, 并且,该组合波以匀速 1向

右传播.

由图 2可知, 通量加权型格式计算的组合波

无论对变化陡峭的问题, 还是对具有尖极值的问

题的计算都具有较高的分辨率.在高斯波和半椭

圆波极值处均达到 1, 在三角波的极值处也达到

了 0. 96,并且, 在利用该格式计算方波时,方波的

单边仅有 5个点. 而利用二阶 T VD 格式计算组

合波时,仅在半椭圆波的极值处达到 0. 98, 但在

高斯波和三角波的极值处只分别达到 0. 88和 0.

84,另外, 利用该格式计算的方波, 其单边竟达到

19个点之多.可见,二阶 T VD格式在这两个问题

的计算分辨率都不及加权格式.

2. 2 � 模拟若干带有间断问题的一维 Euler方程

算例 3 � 定常激波问题

一维定常激波是在诸多考核格式对激波捕捉

能力的算例中,要求较高的一个.通过格式对一维

定常激波的计算,容易暴露一些其它算例反映不

明显的问题. 该算例计算域在区间 x ∃ [ - 3, 3]

上,网格点总数是 131.设来流马赫数为 Ma,无量

纲化后的入口条件是:

当 x= - 3 时

�

u

p

=

� 1

� 1
1

rMa
2

(17)

� � 在出口处的物理量由精确解给出. 时间方向

采用一阶精度.

图 3为马赫数 M a= 3 时, 由 CWENO 和二

阶 T VD两种格式捕捉激波得到的密度, 压力和

速度在空间的分布.由图可见, CWENO 格式能有

效控制激波附近的非物理振荡,且激波上不满足

R�H 关系的非物理点只有两个, 如定义通量误差

#E= max
| E fi- E f0 |

E f0
, ( i= 1, 2, 3)其中 E fi是任一

点, E f0是进口处通量.则最大通量的误差发生在

激波上两个非物理点上,其大小在 5%左右, 其它

各点上的 #E 均小于 0. 1%. 这种方法还适用于

M a> 5的高超声速. 而二阶 TVD 格式计算激波

虽也能有效控制激波附近的非物理振荡, 但激波

上的非物理点达到 5 个, 且 #E 也较大. 但二阶

T VD格式的收敛速度明显优于 CWENO 格式,

同时, 通过考察计算数据, 不难发现 CWENO 格

式计算的激波波后还存在有轻微数值波动. 说明

在格式的鲁棒性上, 二阶 T VD 格式优于 CWE�
NO格式.

图 3� 两种格式计算的定常激波的比较

Fig. 3� Comparison betw een solutions of steady shock

calculat ed by tw o schemes

算例 4 � Sod问题

Sod问题中包含有激波、膨胀波、接触间断等

基本流动间断,是检验计算格式捕捉间断能力的

一个重要算例.设该问题的初始条件分别为

�

u

p

=

1

0

1

� � � (- 3 % x < 0) (18)

�

u

p

=

0� 125
0

0� 1
� � � (0 % x % 3) (19)
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� � 计算中在 x= - 3和 x= 3的两个边界上的物

理量均保持不变, 网格点总数是 131.在时间方向

采用了具有 TVD性质的三阶三步 Runge�Kutta方
法.

图 4是利用 CWENO和二阶 T VD两种格式

计算激波管得到的结果. 由图可见二阶 T VD 格

式与 CWENO 格式在捕捉激波时, 都相当干脆,

在计算膨胀波和接触间断时也不产生非物理振

荡. CWENO格式用 3个点过激波, 而二阶 TVD

图 4� 两种格式计算的 Sod 问题的比较 ( t= 0. 57)

F ig . 4 � Compar ison bet ween so lutions o f Sod problem

calculated by two schemes and ana lysis

so lutions ( t= 0. 57)

格式则用了 5个点,但 CWENO格式在计算膨胀

波时有轻微过冲现象. 可见 CWENO 格式的分辨

率较高,二阶 T VD格式的&鲁棒性∋较好.

算例 5 � Shu问题
Shu问题没有精确解. 由于激波与正弦波的

相互干扰,诱发出高频扰动. 因而对格式的&鲁棒

性∋,尤其是分辨率提出了更高的要求.因此,它对

格式在广谱范围内的分辨率是一个重要考验.

图 5 � 精确解与 CTVD, CWENO 格式计算 Shu

问题的结果比较 ( t= 1. 8)

Fig . 5 � Comparison between Solutions of Shu�Osher

problem calculated by two schemes at t= 1. 8

68



� 第 1 期 袁湘江等:一种通量加权型紧致格式

Shu问题的初始条件为

(�, u, p ) =

(3� 857 143, 2� 629 369, 10� 333 333) � 0 % x % 5

(1 + #sin5x , 0, 1� 0) � � � � � � � 5 < x % 10
(20)

� � 图 5是分别利用二阶 TV D格式和 CWENO

格式计算的 Shu 问题, 在计算域 ( 0, 10)上, 共用

401个网格点, 在 1. 8个时间单位时, 它们的计算

结果进行的比较. 图中实线是 CWENO格式的计

算结果,虚线是二阶 T VD格式的计算结果. 由此

再次说明:在相同的网格点上, CWENO 格式具有

更高的分辨率.

3 � 结 � 论

本文研究了高精度差分格式计算超音速流场

中的间断问题,通过与不同计算方法的计算结果

比较,得出以下几个结论:

( 1) 将通量加权的思想引入到紧致格式中,

数值试验表明,利用通量加权型紧致格式计算高

超音速流场是一条成功的途径.它的直接结果是

导致高精度、高分辨度的紧致格式广泛应用于高

超音速流动的数值模拟. 利用紧致格式对流动物

理量、流场间断和拓扑结构的高精度、高分辨度计

算,必将大大促进空气动力学的应用和基础理论

的研究.

( 2) 利用本文构造的CWENO高精度差分格

式对流场间断的捕捉和复杂波系的模拟都是十分

成功的.这种格式能有效的抑制流场间断附近的

数值振荡,并与包括复杂波系和流场间断在内的

精确解的结果十分吻合.

( 3) CWENO差分格式模块小、精度高(最高

精度可达三阶) , 且 CWENO 格式的分辨率明显

优于二阶 T VD格式. 但二阶 T VD格式的& 鲁棒

性∋优于 CWENO 格式.

( 4) CWENO 差分格式数学形式简单, 便于

推广.同时, 还具有边界易处理, 稳定性高等优点.
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